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Предложены новые методы построения точных решений квазигидроди-
намической системы для двумерных течений. Показано, что с любым
гладким решением некоторой переопределенной системы дифференци-
альных уравнений в частных производных можно ассоциировать общее
точное решение квазигидродинамической системы и системы Навье–
Стокса. Любая собственная функция двумерного оператора Лапласа
также порождает общее решение указанных систем. Приведены при-
меры решений как в нестационарном, так и в стационарном случае.
Обсужден принцип суперпозиции векторных полей скорости жидкости
для конкретных течений.
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Введение
Научные достижения в направлении, связанном с построением точных реше-
ний системы Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости, отражены
в [1–6]. Эти решения могут использоваться в качестве тестов компьютерных про-
грамм. Кроме того, они позволяют лучше понять свойства указанной классической
математической модели. В 1993 г. автором была предложена [7] альтернативная
математическая модель, получившая названия квазигидродинамической (КГД).
В [8, 9] изложены физические принципы, на основе которых она может быть по-
лучена, выявлены глубокие связи КГД модели с системами Навье–Стокса и Эйле-
ра. Семейства точных решений КГД системы в динамике слабосжимаемой вязкой
жидкости представлены в монографиях [8, 9] и статьях [10–13]. Они подтвержда-
ют физическую адекватность данной диссипативной математической модели, по-





В настоящей статье предложены новые методы построения точных решений
квазигидродинамической системы для двумерных течений. Показано, что с лю-
бым гладким решением некоторой переопределенной системы дифференциальных
уравнений в частных производных можно ассоциировать общее точное решение
квазигидродинамической системы и системы Навье–Стокса. Любая собственная
функция двумерного оператора Лапласа также порождает общее решение ука-
занных систем. Приведены примеры решений как в нестационарном, так и в ста-
ционарном случае. Обсужден принцип суперпозиции векторных полей скорости
жидкости для конкретных течений.
1. Квазигидродинамическая система и система Навье–Стокса для дву-
мерных неустановившихся течений
Квазигидродинамическая система для двумерных нестационарных течений






















































































































Влияние внешних сил не учитывается. Символом 𝜈 обозначен коэффициент кине-






где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌 положена равной едини-
це. Система (1.1) – (1.3) замкнута относительно неизвестных функций – компонент
вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡).
Пренебрегая в (1.1) –(1.3) членами, содержащими 𝜏 , получим классическую














































2. Метод построения общих точных решений системы Навье–Стокса и
квазигидродинамической системы




= 𝜈∆𝜓 + 𝐶(𝑡), (2.1)



















– двумерный оператор Лапласа. Система (2.1) – (2.3) включает две неизвестные
функции 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝜔 = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑡).
Определение 1. Решение (𝜓, 𝜔) системы (2.1) – (2.3) назовем гладким, если
𝜓 ∈ 𝐶∞(𝑉 ) и 𝜔 ∈ 𝐶∞(𝑉 ), где 𝑉 = R2𝑥,𝑦 × [0,+∞).
Теорема 1. Пусть (𝜓, 𝜔) – гладкое решение системы (2.1) – (2.3). Тогда трой-
ка функций (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑝) образует общее точное бесконечно дифференцируемое на
множестве 𝑉 решение системы Навье–Стокса (1.6) – (1.8) и квазигидродинами-













𝑄(𝑥*, 𝑦*, 𝑡)𝑑𝑥* +𝑅(𝑥*, 𝑦*, 𝑡)𝑑𝑦*
)︁
. (2.7)
Символом 𝑝0(𝑡) обозначена произвольная бесконечно дифференцируемая функция
















Доказательство. Пусть (𝜓, 𝜔) – гладкое решение системы (2.1) – (2.3). Сложим
равенство (2.5), продифференцированное по 𝑥, с равенством (2.6), продифферен-













Правая часть (2.10) равна нулю в силу теоремы Шварца. Таким образом, уравне-
ние (1.6) удовлетворяется.
Продифференцируем (2.1) сначала по 𝑦, а затем по 𝑥. Принимая во внимание




























Следовательно, функция 𝜔 есть завихренность плоского векторного поля (𝑢𝑥, 𝑢𝑦).
Криволинейный интеграл второго рода в правой части (2.7) не зависит от пути






























































Справедливость равенства (2.16) вытекает из (1.6) и (2.3), если принять во вни-






















Принимая во внимание (2.11), (2.12), (2.17) и (2.18), убеждаемся в том, что урав-
нения движения (1.7) и (1.8) также удовлетворяются. В силу (2.17), (2.18), (1.4),
(1.5) все содержащие 𝜏 добавочные члены в КГД системе (1.1) – (1.3) обращаются
в ноль. Таким образом, тройка функций (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑝) является точным решением не
только системы Навье–Стокса, но и квазигидродинамической системы.
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Проиллюстрируем использование Теоремы 1 на примере.




















4𝜈(𝑡0 + 𝑡) . (2.20)
Здесь положительная постоянная 𝐴 имеет размерность см2, 𝑡0 – заданная поло-















4𝜈(𝑡0 + 𝑡) . (2.22)
Из (2.2), (2.19) и (2.20) вытекает цепочка равенств
















4𝜈(𝑡0 + 𝑡) .
Таким образом,
𝜓 = 𝑓(𝜉, 𝑡), 𝜔 = 𝑔(𝜉, 𝑡), (2.23)
где 𝜉 = 𝑥2+𝑦2, 𝑓 и 𝑔 – бесконечно дифференцируемые функции своих аргументов.



















По формуле (2.7) находим распределение давления:


















2𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑑𝑥* + 𝑦*𝑒
−
𝑥2 + 𝑦2


































Тогда зависимость (2.25) принимает вид






2𝜈(𝑡0 + 𝑡) . (2.27)





где 𝑝∞ – давление в бесконечно удаленной точке. Общее точное вихревое решение
систем Навье–Стокса и КГД, определяемое формулами (2.21), (2.22) и (2.27), для
квазигидродинамической системы построено впервые.
3. Точные решения, порождаемые собственными функциями двумерно-
го оператора Лапласа
Пусть функция 𝐶(𝑡) тождественно равна нулю на промежутке [0,+∞). Тогда




Будем искать решение (3.1) на множестве 𝑉 в виде
𝜓 = 𝜓0𝑒
−𝜆𝜈𝑡, (3.2)
где 𝜓0 = 𝜓0(𝑥, 𝑦) – бесконечно дифференцируемая на R2𝑥,𝑦 функция, отличная от
тождественного нуля, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0. Подстановка (3.2) в (3.1) дает
−∆𝜓0 = 𝜆𝜓0, 𝜓0 ̸= 0. (3.3)
Таким образом, 𝜓0 является собственной функцией оператора (−∆).
Теорема 2. Пусть 𝜓0 – отличная от тождественного нуля собственная функ-




























задает на множестве 𝑉 общее точное бесконечно дифференцируемое решение
системы Навье–Стокса (1.6) – (1.8) и квазигидродинамической системы (1.1) –
(1.3). Здесь 𝑝1(𝑡) – произвольная бесконечно дифференцируемая на промежутке
времени [0,+∞) функция.
Доказательство. Достаточно проверить выполнение условий Теоремы 1.
Функция (3.2) удовлетворяет уравнению (3.1). С помощью (2.2), (3.2) и (3.3) на-
ходим
𝜔 = 𝜆𝜓0𝑒
−𝜆𝜈𝑡 = 𝜆𝜓. (3.7)



















𝑒−2𝜆𝜈𝑡 = 0. (3.8)
Тем самым, пара функции (𝜓, 𝜔) подчиняется условию (2.3).
Равенства (3.4) и (3.5) получаются подстановкой (3.2) в (2.5) и (2.6). Пусть
𝜓*0 = 𝜓0(𝑥*, 𝑦*). По формуле (2.7) находим
















































































































































































– произвольная функция времени.












Здесь 𝑈0 и 𝐻 – положительные константы, имеющие размерности см/c и см соот-
ветственно. Нетрудно проверить, что 𝜓0 удовлетворяет уравнению (3.3), причем
𝜆 = 4𝜋2/𝐻2. С помощью (3.4), (3.5), (3.6) находим составляющие поля скорости








𝑢𝑦 = 0, (3.12)
и давление






𝐻2 = 𝑝2(𝑡). (3.13)












где 𝑉0 – положительная постоянная, имеющая размерность см/c. Константа𝐻 > 0
такая же, как и в предыдущем примере. Функция (3.14) также удовлетворяет






Используя (3.4), (3.5) и (3.6), вычисляем компоненты поля скорости
𝑢𝑥 = 0, (3.16)
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𝐻2 = 𝑝3(𝑡). (3.18)
Здесь 𝑝3(𝑡) – произвольная функция времени.



















Это – новая собственная функция, отвечающее собственному числу (3.15). Соот-
ветствующее ей поле скорости есть суперпозиция (векторная сумма) полей (𝑢𝑥, 𝑢𝑦)
в двух предыдущих примерах:
















Вычисление давления по формуле (3.6) дает



































































Распределение давления уже зависит не только от времени, но и от пространствен-
ных координат, и не представляет собой формальную сумму давлений в предыду-
щих примерах.
Описанный в данном пункте метод отыскания точных решений квазигидро-
динамической системы является новым. Все построенные решения системы КГД
приводятся впервые. Однако в теории Навье–Стокса этот подход был известен.
Он изложен, например, в [15], где приведены другие примеры точных решений
двумерных нестационарных уравнений Навье–Стокса в динамике вязкой несжи-
маемой жидкости.
14 ШЕРЕТОВ Ю.В.
4. Построение точных решений, описывающих стационарные течения














Здесь 𝐶 – произвольная постоянная. Из (4.1) и (4.2) находим
𝜔 = 𝜔0, (4.4)
где 𝜔0 = 𝐶/𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Будем считать, что 𝜔0 ̸= 0. В силу (4.4), уравнение (4.3)
удовлетворяется тождественно. Уравнение (4.2) принимает вид
∆𝜓 = −𝜔0.







Символом 𝛷 обозначена произвольная гармоническая функция на плоскости R2𝑥,𝑦.














Пусть 𝑢*𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥*, 𝑦*), 𝑢
*
𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥*, 𝑦*), 𝛷
* = 𝛷(𝑥*, 𝑦*). По формуле (2.7), адаптиро-
ванной на случай стационарных течений, находим






























































































































































− 𝜔0𝛷+ 𝜔0𝛷(0, 0).
Таким образом,














где 𝑝1 – произвольная действительная константа.
Решение (4.6), (4.7), (4.8) системы КГД было построено другим способом в [9]
на с. 90. Точные решения двумерной стационарной системы Навье–Стокса с по-
стоянным вихрем рассматривались ранее, например, в [4].
Пример 5. Рассмотрим гармоническую на всей плоскости R2𝑥,𝑦 функцию









Здесь 𝛷0 и𝐻 – заданные положительные постоянные, имеющие размерности см
2/c
















































































Зависимости (4.10), (4.11) и (4.12) задают общее точное решение стационарных
систем Навье–Стокса и КГД. Поскольку
∆𝑢𝑥 = 0, ∆𝑢𝑦 = 0,
они удовлетворяют также уравнениям Эйлера.
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Заключение
Актуальной является разработка оригинальных методов построения точных
решений трехмерной квазигидродинамической системы. При этом особый интерес
представляют течения, не являющиеся потенциальными или однородно-винтовы-
ми. Научное направление, связанное с конструированием новых вычислительных
алгоритмов на основе регуляризованных уравнений гидродинамики и их обосно-
ванием, также интенсивно развивается. Некоторые полученные в последнее время
результаты представлены в [16–18].
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New methods for constructing exact solutions of the quasi–hydrodynamic
system for two-dimensional flows are proposed. It is shown that with any
smooth solution of some overdetermined system of partial differential equa-
tions one can associate common exact solution of the quasi–hydrodynamic
system and the Navier–Stokes system. Any eigenfunction of the two–
dimensional Laplace operator also generates common solution to these sys-
tems. Examples of solutions are given in both the non-stationary and sta-
tionary cases. The principle of superposition of the fluid velocity vector
fields for specific flows is discussed.
Keywords: Navier–Stokes system, quasi–hydrodynamic system, exact so-
lutions, principle of superposition.
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